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Allo que tenen a veure les finances amb la difusio de
substancies™

ANGEL CALSINA

1 Que tenen a veure els péndols amb els linxs i les llebres?

L’any 1925 un america d’origen polones anomenat Alfred Lotka va publicar un
llibre titulat Elements of Physical Biology (‘Elements de biologia fisica’) [3] que
tractava de les interaccions que determinen I’abundancia dels organismes (és
a dir, d’ecologia).

El contingut més conegut del llibre de Lotka és un model per explicar les
oscillacions observades a les poblacions de linxs i llebres de I’Artic al Canada.
Es tracta d'un sistema d’equacions diferencials forca senzill que s’explica gai-
rebé sempre en un primer curs d’equacions diferencials i també en els cursos
de matematiques per a estudiants de Biologia. Concretament, el sistema pren
la forma

x'=ax - bxy,
{y’ =(-c+dx)y.

Aqui x(t) i y(t) representen, respectivament, el nombre d’individus de I’espe-
cie presa i de la depredadora. Els nombres a, b, c i d son tots positius; a és el
coeficient de creixement malthusia de les preses en abséncia de depredadors;
bxy és el nombre de captures per unitat de temps, mentre que se suposa que
el creixement relatiu de la poblacié de depredadors x'(t)/x(t) és una funcio
creixent (per simplificar, lineal) de la poblaci6 de preses, de manera que és
negatiu (—c) quan no hi ha preses.

Cal dir en aquest moment que, simultaniament i independentment de
Lotka, el matematic italia Vito Volterra va estudiar el mateix model i que per
aixo el coneixem actualment amb el nom de model de Lotka i Volterra. Volterra
estava interessat a explicar uns canvis en la qualitat de les captures pesqueres

*Llic6 inaugural del curs 2001-2002 a la Secci6 de Matematiques de la UAB.
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al mar Adriatic durant la Gran Guerra. Pero aquesta és una altra historia que
ens apartaria del fil que desitjo seguir en aquesta exposicio.

El tractament matematic del sistema anterior és relativament facil i aquesta
és, a part de l'estreta relacio entre els resultats que s’obtenen i les dades ob-
servades, la ra6 que explica I’éxit del model. En efecte, resulta que la funcio

f(x,y)=alny -by +clnx —dx (1)

(definida per a valors positius de x i de y) té la propietat que si (x(t), y(t))
és una soluci6, llavors la funcié g(t) = f(x(t),y(t)) és una constant, com es
comprova derivant-la i utilitzant el sistema d’equacions diferencials.

Aix0 té com a conseqiiéncia que les corbes solucio (x(t),y(t)) es troben
sobre les corbes de nivell de f. Per tant, basta conéixer la grafica de la funcio f
per a saber el comportament qualitatiu de les solucions. Com la funci6 h(z) =
axlnz — z, z > 0 tendeix a —oo quan z tendeix a 0 i quan tendeix a o, i té un
Unic maxim, en el punt z = «, resulta que la funci6 f té també un tinic maxim,
en el punt (c/d,a/b), i tendeix cap a —o sempre que ens acostem als eixos
de coordenades.

Aix0 fa que les corbes de nivell siguin totes corbes tancades simples que
volten el punt de coordenades (c/d,a/b), com es veu a la figura 1.
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FIGURA 1

Per tant, les solucions (x(t),y(t)) corresponents a una condicio inicial
qualsevol (xg, yo) (diferent de (c/d,a/b), que és un punt d’equilibri) sén fun-
cions periodiques amb una diferéncia de fase igual a la quarta part del periode.
Dit d'una altra manera, les poblacions de preses i de depredadors oscillen de
forma que quan el nombre de preses és molt petit el nombre de depreda-
dors disminueix rapidament; a continuacio6 la poblacié de preses es recupera
mentre el nombre de depredadors ateny un minim; aquest nombre creix ra-
pidament quan la poblacié de preses es troba en el seu maxim i finalment el



Allo que tenen a veure les finances amb la difusio de substancies 33

nombre de preses torna a decréixer quan el nombre de depredadors és maxim,
per recomencar el cicle (vegeu la figura 2).
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FIGURA 2

Arribats aqui, i sense oblidar la importancia historica d’aquest model en el
mon de ’ecologia jo voldria que ens fixéssim en un detall del que s’ha dit fins
ara. I és aquest, el nom del llibre de Lotka: Elements de biologia fisica. Notem
que les idees contingudes en els paragrafs precedents certament pertanyen a
la biologia, en tant que parlen d’interaccions entre especies d’animals, pero
també a la matematica en tant que parlen de quantitats (d’individus) d’equa-
cions, de funcions i de derivades. No hem parlat de masses ni de corrents
eléctrics ni de gasos o liquids. Molt menys hem parlat de lleis fisiques de cap
mena. De fet I'inica fisica que no ens podem evitar és la preséncia de la varia-
ble independent temporal i, naturalment, el fet que tots els objectes, fins i tot
els éssers vius, son en definitiva objectes fisics. Pero em sembla que podem
convenir que no hem fet fisica en cap dels sentits habituals de la paraula.

Malgrat aixo, el nom del llibre era Elements de biologia fisica. Per que?
Doncs perque el resultat final ha estat que les poblacions oscillaven, i és ben
conegut que molts sistemes fisics oscillen. De fet, no s’acaben aqui les analo-
gies entre molts sistemes fisics i el sistema de Lotka i Volterra. Considerem,
a tall d’exemple, el moviment d'un péndol. Si escrivim el sistema d’equacions
per ala posicio x(t) (de fet es tracta de ’angle que forma el fil amb la vertical)
ila velocitat angular y(t), obtenim un sistema aparentment forca diferent del

de Lotka i Volterra:
x' =y,
y' = Y ginx.

l

Pero aix0 només és una aparenca. De fet resulta que la funcié h(x,y) =
2

% - J%cosx gaudeix de la mateixa propietat que tenia la funcié f anterior.

Es a dir, h(x(t), y(t)) és una funci6 constant sempre que (x(t), y(t)) és una

soluci6 del sistema i per tant les solucions sén corbes parametritzades que es
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troben sobre les corbes de nivell de h. Afegim que un multiple de la funci6
h, concretament ml2h, s’Tanomena ’energia mecanica del sistema i el fet que
no canvii amb el temps, puix que no ho fa h, es coneix com a (un cas particu-
lar del) teorema de conservacio de ’energia. Certament ara la historia segueix
com abans i les solucions resulten funcions periodiques desfasades com en
I'exemple anterior (vegeu la figura 3).
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FIGURA 3

Aixi ens trobem amb un isomorfisme inesperat entre dos problemes de na-
tura intrinseca absolutament allunyada. En el segon cas és obvi que parlavem
de fisica (el moviment d'una particula) tot i que ho féiem, com és habitual en
tota la fisica, utilitzant el llenguatge matematic. Pero, com aixo és tan habitual,
gairebé ens passa desapercebut. Aleshores, donada la isomorfia entre els trac-
taments i els resultats dels dos problemes, potser inconscientment, i perque la
utilitzacio del llenguatge matematic era relativament alié¢ a la biologia, Lotka
va titular el llibre Elements of Physical Biology. Pero és que tot el que tenia
el seu model de fisica de fet eren matematiques. De fet, tot el que hi havia
en comu entre el moviment d'un pendol i I'’ecologia de la interacci6é presa-de-
predador eren les matematiques. Si les poblacions biologiques oscillaven com
un péndol, no era perquée s’assemblessin en absolut a un péndol, sin6é perquée
les solucions de les equacions matematiques involucrades en cadascun dels
models eren funcions periodiques. Significativament, la reedicio, de 1956, del
llibre de Lotka, es titulava Elements of Mathematical Biology.

2 Que tenen a veure les finances amb la difusio de
substancies?

Deixeu-me ara que canvii de tema. Semblara un canvi brusc pero la meva inten-
ci6 és presentar exemples de parelles, o més en general de families, de models
allunyats des del punt de vista cientific perd molt relacionats des del punt de
vista matematic. Vull doncs, més aviat, fer émfasi en la unitat de problemes
aparentment molt llunyans entre ells.
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L’any 1997 es va concedir el premi Nobel d’Economia al professor Myron
Scholes de la Universitat de Stanford, als Estats Units. La més important contri-
buci6 de Scholes ha estat el seu treball als voltants de I'’any 1970 amb Fischer
Black sobre la valoracié d’opcions financeres [1].

Un exemple d’opci6 financera és un document que dona dret al seu posse-
idor a vendre una acci6é en determinat moment T (a termini o venciment) a un
preu també determinat que s’anomena preu d’exercici, independentment
del preu de mercat de I'acci6 en aquell moment. Es comprensible que aquest
tipus d’opcions, que s’anomenen opcions de venda (n’hi ha d’altres, toti que el
tractament resulta sorprenentment semblant en totes), s’utilitzin per assegu-
rar inversions. Alga (generalment un banc) ha de fer-se carrec del compromis
i comprar l'acci6 de qué parlem en cas que el posseidor de I'opcié decideixi
exercir-la en el moment del venciment, és a dir, utilitzar el document per ven-
dre I'acci6 al preu d’exercici. Per cert, que només ho fara si la cotitzacio és
inferior a aquest preu d’exercici. Naturalment, el banc cobrara, doncs, una
prima a qui vulgui contractar una opcio (de venda).
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El problema que es planteja és, doncs, quina quantitat ha de cobrar el banc
per aquesta prima. Més precisament, es vol coneixer V (S, t) (el valor de I'op-
cio) sent S la cotitzaci6é de I'accié a temps t (equivalentment, quan falten T —t
unitats de temps per al venciment). Fixem-nos que, en el moment ¢ de con-
tractar una opcio, I'inica informaci6 disponible sera precisament la cotitzacio
S de 'acci6. A primera vista una resposta determinista a la pregunta sobre el
valor de V (S, t) sembla impossible perque la cotitzacié d’una accio6 és, pel que
sabem, aleatoria o, com a minim, impredictible.

De fet, el model que ens fem del preu S d'una acci6 a temps ¢, i que ara no
pretenc discutir sindé només utilitzar-lo, és que els canvis relatius dS/S de S
en un interval de temps petit de longitud dt es comporten com el que s’ano-
mena procés brownia. Essencialment aixo consisteix a pensar en el limit quan
ot tendeix a 0 d'un passeig aleatori en qué, en I'interval de temps entre t i 6t,
el canvi relatiu del preu de S efectua un salt cap a dalt o cap a baix (positiu
o negatiu, doncs) de valor /8t amb la mateixa probabilitat, essent ¢ una
constant anomenada volatilitat. Normalment, a aquest comportament aleatori
indiferent s’afegeix una tendeéncia determinista de la qual ara prescindirem
per simplificar 'exposicié. El fet que el canvi (relatiu) en S sigui de 'ordre
de l'arrel quadrada de l'interval de temps (petit) d’observaci6é és una novetat
important respecte al que passa en la majoria de problemes en els quals els
canvis en les magnituds en intervals de temps petits es produeixen de manera
aproximadament proporcional a la longitud d’aquests intervals. En particular,
fa que (dS)? tingui un valor determinista i aproximadament igual a o-25%dt
quan dt és molt petit. També té una conseqiiéncia important sobre el com-
portament de la funci6é S; que no podem esperar derivable, pero la discussio
d’aixo ens portaria molt enlla i no és el que jo vull destacar ara. A les figures 4,
5, 6, 7 es pot veure una simulacié del comportament de S; a diferents escales
de temps. En cada cas s’ha passat d’'una figura a la segiient augmentant 1’es-
cala en un factor de 10. La trajectoria és sensiblement autosimilar i s’observa
la falta de derivabilitat (la manca de recta tangent) en tots els punts.

Tornem a les opcions i comencem notant que les opcions es compren i
es venen com els altres productes financers. Aleshores, la base de 1'analisi de
Black i Scholes consisteix en la hipotesi que els mercats financers no permeten
I'existencia d’arbitratge, és a dir, de carteres de valors (combinacions de pro-
ductes financers) que obtinguin guanys sense correr risc. En efecte, s’admet
que una cartera d’aquestes caracteristiques pujaria rapidament de preu per
efecte de la demanda i aix0 anularia els seus beneficis. Pero, d’altra banda, i
com s’ha comentat, les opcions permeten reduir els riscos de les inversions a
Borsa i fins i tot, com ara veurem, fer-los desapareixer.

Recordem que ens hem fet el model seglient per al preu a temps t d'un
actiu financer: (es tracta del limit quan dt tendeix a O d'un procés en el qual)
el canvi relatiu en un interval de temps petit dt és:

Strdt =St _ oy
S '
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Aqui, dt no es tracta d'un infinitésim, en principi, i potser fora millor la nota-
cio At, pero hi ha raons historiques que, en aquest camp, impedeixen d’utilit-
zar la lletra A en el sentit habitual en el calcul diferencial. D’altra banda, X és
una variable aleatoria que pren els valors 1 i —1 amb probabilitat 1/2 i o una
constant anomenada volatilitat. A més, en els successius passos de temps, les
v. a. s6n independents. En conseqiiéncia, (S¢iqr — S¢)? = 0°2S? dt.

Ara volem valorar un producte derivat (una opcio, per exemple). Aixo sig-
nifica (si volem, per definicid) que es tracta d'un producte financer el valor V
del qual depén només del temps t i del preu S; de I'actiu subjacent a I'ins-
tant t. El que és el mateix, postulem I'existéncia d'una funcié V(S,t) per al
valor d’aquest producte i ara derivem una equaci6 diferencial que, per efecte
de les lleis del mercat (la hipotesi de no-arbitratge, és a dir, la impossibilitat
d’existencia de productes amb benefici i sense risc), necessariament haura de
satisfer. Resulta xocant per a un matematic la utilitzacié6 d’'una lletra majuas-
cula per designar una variable independent i semblaria natural de substituir S
per s, pero una altra vegada hi ha raons historiques que ho desaconsellen. De
fet, la notacié que apareix en els llibres de finances és la que estic utilitzant
aqui.

Considerem una cartera de valors composta d’'una unitat del producte de-
rivat (una opcio) i una quantitat —A d’accions (del producte subjacent) a I'ins-
tant fixat t i anem a calcular el canvi en el seu valor en un interval petit de
temps dt (només ens guardarem els termes de primer ordre en dt). Reconec
que tot aixo fa una ferum de calcul diferencial classic-classic, pero tinc entes
que és aproximadament I'argument utilitzat per Black i Scholes en el seu tre-
ball original. Tindrem, utilitzant la férmula de Taylor per a funcions de dues
variables:

V(Strar, t +dt) — ASprar — (V(St, 1) — ASy) =
= (V(Styat, t +dt) =V (S5t,8)) — A(Styar — St) =
oV ov
= a_(St:t)(St+dt —St) + E(St,t)dl”r

1 02V 0%V
(St,t) (Strar — Se)? +

(St 8) (Sevar — Se) dt+

2 0852 0Sot
1 0V
+5 E(st,t)dtz + oo = A(Stear — St) =
oV
- (—(St,t) - A) (Stva = $0) + 5o (Su ) dt+
1 0%V
025{ 5oz (S, ) dt +o(d),

on hem utilitzat el model sobre el canvi en el preu de I’'accié6.

Aquesta expressio és una variable aleatoria (només per la preséncia dels
termes que contenen S;.q4;, perque, en canvi, S; és conegut a temps t)
i en termes financers podem dir que té un risc. Ara bé, si en I'instant inicial
t i, per tant, també en l'interval de temps (t,t + dt) el nombre d’accions que
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formen la cartera és tal que A = %—‘S/ (S¢, t) (aixo a la practica financera es diu co-
bertura i consisteix en la compra i venda d’accions de manera continuada per
a equilibrar la cartera), llavors 1’expressié anterior no conté cap terme aleatori
de primer ordre en dt i és en primer ordre determinista o sense risc. Usant ara
la hipotesi de no-arbitratge, no pot tenir cap benefici (ni pot tampoc perdre
diners) de forma que, en primer ordre, el canvi relatiu en el seu valor ha de ser
de la forma rdt, on r és el tipus d’interes d'un diposit bancari (suposadament
sense risc). Es a dir, també

V(St+dr, t) = ASivar — (V(St, 1) — ASt) = v(V(Si, t) — ASp) dt) +o(dt) =

=r(V(S,t) - Stg—‘;(St, t))dt +o(dt).

Per tant, arribem a la relacio

oV ov
E(St,t)‘F (St,t) V(V(St;t)_StE(St,t))-

o2

St 552
Aquesta relacio entre les derivades de la funcié V(S,t) s’ha de complir en el
punt (S;,t), on suposavem que S; era el preu de l'actiu a temps t. Pero, com
aixo és cert per a qualsevol valor de S, de fet hem provat que V és solucio6 de
I’equaci6 en derivades parcials de Black i Scholes

1 o2S
(St,t) E 652 (S t)+rS—(S t) —rV(S,t) =

av 1 o2 Sza %4

8t 052
Aquesta és (una versio lleugerament simplificada de) la famosa equaci6 de
Black i Scholes, que va valer el premi Nobel a Scholes, mentre Black ja no
va poder rebre aquesta consideracié perqué havia mort 'any 1995. Encara
que I'equaci6 anterior ja té un aspecte relativament familiar als fisics i als
matematics, de fet es pot tornar encara més senzilla mitjancant els canvis de
variable segiients:

=0.

T—-t=1, InS=:x, i T D/Ag 12y .y,
Llavors resulta la coneguda equaci6 de la difusio

ou o2 d*u

oT 2 0x?%’
per a la concentracié u(x,T) d'una substancia en un medi unidimensional.
Cal fer constar que la mateixa equacié apareix en ’estudi de la conducci6 de
la calor i que sovint se la coneix com a equaci6 de la calor. Una manera de jus-

tificar aquesta darrera equacio6 és precisament la de recorrer a suposar que les
molecules de la substancia en qiiestié efectuen un passeig aleatori de forma
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que en cada interval petit del temps de longitud h salten del punt x a punts
situats a 'esquerra o a la dreta de x i a una distancia Ax = o +/h amb la ma-
teixa probabilitat. Aixi, si pensem que, en un moén discret, u(x, T) representa
el nombre de moleécules situades en el punt x a I'instant T, tindrem

U(x,T+h)= %u(x —Ax,T) + %u(x + Ax,T),

i, per tant,

u(x, T+h) —ulx,7) ulx-ovh1) +ulx+ovh 1) -2u(x,1)
h - 2h '

Suposant que la funcié u es pot derivar convenientment, és un exercici d’apli-
cacio de la formula de I’'Hopital, per exemple, obtenir ’equacié de la difusio
com a limit de ’anterior.

Altra vegada, doncs, ens trobem amb una relaci6 inesperada (i forca intima)
entre objectes de natura absolutament allunyada (aqui les finances, la difusio
de substancies i la conducci6 de la calor).

De fet, la diferéncia més important entre I’equacié de Black-Scholes i la de
la difusi6 és el signe menys que hem introduit per passar de l'una a l'altra
en el canvi de variable temporal T = T — t. Dit intuitivament, el que és futur
per a I'’equaci6 de la difusio, és passat per a ’equacié de les opcions finan-
ceres. Aix0 és aixi en part perque el coneixement inicial de la concentracio
d'una substancia, abans que comenci a difondre’s, correspon amb el coneixe-
ment final del valor d'una opci6 a venciment. Per exemple, en el cas de les
opcions de venda que discutiem abans, el valor és 0 (sén «paper mullat») si el
preu de l'accié en el moment del venciment S és superior al preu d’exercici
E (no en farem res d'un document que ens garanteixi la venda d’'una cosa a
un preu inferior al del mercat) i, en canvi, valen E — S en cas contrari (podem
vendre 'acci6 a preu E i recomprar-la a preu S, i guanyar la diferéncia).

Hi ha un munt de fisics i d’enginyers treballant en matematica financera.
Segur que heu sentit a parlar d’enginyeria financera. De fet, el treball original
de Black i Scholes va ser fet al Massachusets Institute of Technology i el mateix
Fischer Black és recordat per una fundaci6 en la seva memoria de I’Associa-
ci6 Internacional d’Enginyers Financers (International Association of Financial
Engineers).

Pero, com abans parlant del model de Lotka i Volterra, vull fer émfasi en el
fet que no hi ha res de fisica en les finances. No hi ha res que es «mogui» en
el sentit fisic del terme, ni forces ni substancies ni camps electromagneétics, ni
matéria en general. Potser encara menys que en I’ecologia puix que les finan-
ces ens parlen d'un moén fictici (de fet fins i tot per a molts economistes sén
«economia ficticia» o, per que alguns, «especulativa»), mentre que la biologia,
al cap i a la fi, si que ens parla, com deia abans, d’objectes fisics. Aleshores,
quina és la relaci6? Queé explica que la valoracié d’opcions i la difusio de subs-
tancies siguin processos gairebé isomorfs? Certament, no la fisica, que no té
res a veure amb les finances, sind, obviament, la matematica. Atribuir aquesta
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relacio a la fisica és el mateix error d’abans, el que va portar a titular Elements
de biologia fisica el llibre de Lotka. Com que la fisica utilitza el llenguatge ma-
tematic amb més freqiiéncia que les «ciéncies toves», llavors, quan aquestes
ho fan, caiem en I'error de pensar que estem fent fisica. Quan, de fet, tant en
el cas de la fisica com en els altres, el que estem fent és matematiques. En cert
sentit, doncs, si que van tenir premi Nobel les matematiques, almenys I'any
1997, només que va ser d’economia.

3 Que tenen a veure les autopistes amb el creixement
forestal?

Deixeu-me canviar de tema per ultima vegada. Certament que hi ha respostes
immediates i trivials a la pregunta de que tenen a veure les autopistes amb el
creixement forestal. Segur que podriem opinar que com més autopistes menys
boscos. Pero ara estic interessat a fer un exercici parallel als dos anteriors.
Es tracta de trobar un isomorfisme aproximat entre problemes quantitatius
sorgits en dos mons ben allunyats. I a veure que aquesta unitat inesperada és
també purament matematica.

En el cas de les autopistes de transit intens, una quantitat amb sentit és
el nombre de cotxes per quilometre al quilometre x i a I'instant t. Aquesta
magnitud és una funci6é densitat p(x,t) de la qual suposem que, integrada
respecte a x en un interval [a, b], ens dona el nombre de cotxes que a l'ins-
tant t es troben entre els punts quilometrics a i b i viatgen en un sentit dels
dos possibles, posem, per exemple, cap a valors més grans de x. Una pregunta
interessant és com canvia aquesta densitat al llarg del temps. Per respondre-la
és convenient fixar-se en la taxa instantania de canvi del nombre de cotxes en
un interval, per exemple [a, b]. Aquesta taxa instantania és igual a la diferen-
cia entre el nombre de cotxes per unitat de temps que travessen el punt a (i,
per tant, entren a I'interval [a, b]) i el nombre de cotxes per unitat de temps
que travessen el punt b (i, per tant, abandonen l'interval [a, b]). I, per la seva
banda, aquests cabals s6n iguals al producte de la densitat per la velocitat dels
vehicles. Aixo dona, suposant diferenciabilitat de les funcions involucrades,

a (b b o
ai Ja p(x,t)ydx =p(a,t)v(b,t) = - Ja a(p(x,t)v(x,t))dx.

D’aqui, com la igualtat és certa per a tot interval [a, b], se’n dedueix I’equacio,
anomenada de continuitat, seglient:

ap N o(vp) _

ot 0x 0.

Aparentment aquesta és una equacié amb dues incognites, la p i la v. Pero
generalment se suposa que els vehicles circulen a una velocitat imposada per
les condicions generals del transit, és a dir, circulen en caravana. Llavors la
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velocitat és una funcié decreixent coneguda de la densitat i podem escriure
I’equaci6 anterior com
op . ov(p)p)
ot ox
Una exposicié molt completa i a un nivell elemental d’aquest tema pot trobar-
se al llibre de R. Haberman Mathematical models, mechanical vibrations and
population dynamics [2].

Imaginem ara que estem interessats per la distribuci6 de les mides dels
arbres d’'un bosc en creixement. Si es tracta d'un bosc dens i amb molts arbres
tindra sentit parlar de la densitat u(x, t) dels arbres que tenen mida x a temps
t i un argument de l'estil de 'anterior, suposant que no hi ha morts i que,
per tant, el nombre total d’arbres, com abans el de cotxes, es conserva, ens
permetra escriure una equaci6 del tipus

0.

ou od(gu) _o.

ot | ox

Ara, pero, la velocitat de creixement individual g quan la mida d’un individu
és x no sera funcié només del valor de la densitat en el punt x per raons ben
simples. Els factors que influeixen en la velocitat de creixement d'un arbre s6n
sobretot, a part dels ambientals externs, com ara quantitat d’iluminaci6 total
o quantitat total de nutrients en el subsol, la competéncia per aquests recursos
entre els individus de la poblaci6. I és clar que la competéncia s’estableix entre
individus de diferents mides i no només entre els que en tenen la mateixa.
Per exemple, una possibilitat senzilla és suposar que g depen només de la
poblaci6 total. Aixo porta a una equaci6 del tipus

ou O (g (f(f(’ u(s,t) ds) u)
ot * ox -

Un altre cas que en aparenca és només una mica més complicat es presenta
quan pensem que el factor limitador en el creixement forestal és sovint la
competencia per la llum i que I'ombra que «pateix» cada arbre depén només
dels arbres més alts que ell. La manera més senzilla de modificar I'altima
equacioé per tenir en compte aquest fenomen és canviar I’argument de la funcio
g, per incloure només els individus més grans que aquells de mida x:

ou © (g (L‘f u(s,t) ds) u)
—_ + =
ot 0x

Aquestes equacions son no locals en la variable no temporal x i aixo les fa
forca diferents des del punt de vista matematic de les altres que hem consi-
derat. En particular, per exemple, hi ha problemes oberts sobre I'existéncia i
unicitat de solucions, fins i tot locals, d’equacions com la darrera.

Malgrat aixo jo voldria insistir en el fet que problemes de natura intrinseca
tan dispar com el flux de transit en una carretera i el creixement d'un bosc es
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modelen de manera molt semblant gracies al fet que les idees matematiques
que permeten de fer-ho son essencialment les mateixes en els dos casos. De fet
podriem esmentar de passada encara un altre problema, aquest si pertanyent
a la fisica, que té una expressio matematica similar i és aquest: el moviment
de gasos en tubs, el conegut problema de Riemann. Per a ser precisos, diem
que, tot i que una equaci6 del tipus llei de conservacié com les anteriors és
present en la modelitzacié del moviment dels gasos, en canvi es necessita en
aquest cas una variable d’estat addicional a la densitat. Ja que no és possible
referir directament la velocitat a la densitat, com hem fet parlant dels cotxes,
sin6 que és l'acceleracio la que depén de l'estat del gas. Pero les similituds
son grans i el problema de la gasodinamica és més antic. Aixi i tot penso
que no és correcte afirmar que els models anteriors soén fisica. Si de cas sén
analegs a problemes de la fisica, pero aquesta analogia és precisament de caire
matematic. Simplement, que les eines matematiques, pero no només les eines,
sind els conceptes mateixos, s’han fet necessaris sovint abans en fisica que en
altres disciplines.

Resumint, penso que les matematiques, igual que les altres ciéncies, es-
tudien el mon i tracten de descriure’l per entendre’l, pero que, a diferéncia
de les altres ciéncies, classifiquen els problemes, no per la natura dels ob-
jectes d’estudi, sin6 per les relacions formals (sovint quantitatives, pero no
sempre) entre ells. En definitiva, crec que podem estar d’acord que alldo que
té a veure el péndol amb les poblacions de linxs i llebres, alldo que tenen a
veure les finances amb la difusi6 de substancies o la conduccié de la calor i
allo que té a veure el flux de vehicles en una autopista amb el creixement fores-
tal, son matematiques. I, el que no és exactament el mateix, en la meva opinio,
les matematiques son, precisament, allo que tenen a veure les finances amb la
difusi6 de substancies, per exemple.
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